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ABSTRACT

The process of interpolation is familiar to anyone who has
had occasion to "read between the lines" of a table of mathematical
functions: the values of a continuous process are estimated from discrete
samples. Interpolation is used extensibely in digital signal processing
to magnify images and to correct spatial distortions. In this context,
interpolation may be thought of as a process for changing the sampling
rate; this approach to the problem of interpolation is made from the
point of view of digital signal processing rather than from a numerical
analysis view point. From sampling theory, it is known that for
reconstruction with no logs of information the <deal interpolator-the
sine function-would have infinite duration; a finite response may be
obtained, multiplying the ideal interpolator by a finite weighting
sequence known as a window. A number of windows have been proposed in
the literature, and the following work presents a new class of
interpolators, obtained by the use of various windows. These interpolators
were used in wxperiments od scale magnification; the results are shown,
and the error parameters are presented for each magnified image.
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CAPITULO 1
INTRODUGAO

1.1- 0 PROBLEMA DE INTERPOLACAQO EM IMAGENS DIGITAIS

Entre as tecnicas matematicas mais frequentemente utili
zadas no tratamento digital de imagens esta o processo de interpola
cao. Neste contexto seu uso & extensivo e incluiproblemas de reamos
tragem, correcao geometrica e ampliacao de escala. Nas aplicacOes que
requerem 1nterbo1ac50, os valores de um processo continuo devem ser
obtidos a partir de amostras discretas; além de processamento de ima
gens, podem ser citados sistemas de processamento de fala e multiple
xacao em frequencia como exemplos de problemas onde e necessaria a in
terpolacao. -

Dada a sua importancia, € imprescindivel compreender bem
0 processo de interpolacao. No caso de imagens digitais, por exemplo,
a grande quantidade de dados presente faz com que seja essencial o de
senvolvimento de algoritmos eficientes - resultantes deum compromisso
entre qualidade de interpolagdo e tempo de computagdo. Para tanto, e
preciso analisar o processo de interpolacao, com o intuitode projetar
algoritmos que satisfacam os requisitos necessarios.

No caso de imagens multiespectrais, como as geradas pe
los sensores MSS do satelite LANDSAT!, as imagens possuem distorcao
geomeétrica e os pontos (elementos de imagens) nao estao distribuidos
de uma maneira regular no espaco (cada ponto na imagem corresponde a
um retangulo de 57 x 79 metros). Muitas vezes e desejavel obter os da

Ypara uma descrigdo do sensor do LANDSAT, veja-se o artigo de Bernstein
(1976).



dos LANDSAT numa grade regular - de tamanho 50 x 50 metros, por exem
plo - e, para tanto, e necessario interpolar valores entre as amostras
originais. Este procedimento & chamado reamostragem.

Nas aplicacoes de correcao geometrica, uma grade de pon
tos da imagem corrigida e mapeada para a imagem original - que possui
distorcoes geometricas - por meio de um par de polinomios de duas va
riaveis. As funcoes de mapeamento utilizadas sao de forma (Bernstein,
1976):

N N-p
VvV = V(X, y): EI -2| a XP yq,
p=0 q=0 P9
N N-_p
= = 1 ' b

onde (x, y) e um ponto na imagem corrigida e (u, v) um pontode imagem
original (distorcida). A grade de pontos mapeada deve ser suficiente
mente fina para permitir a localizacao - com precisao adequada -de to
dos os pontos da imagem corrigida, com relacio a imagemoriginal; es
te processo e denominado mapeamento inverso. Apos determinar a posicao
do ponto da imagem resultante na imagem original, o valor da intensi
dade deste ponto e interpolado.

Como foi visto, tanto o procedimento de reamostragem co
mo o de corregdo geometrica necessitam de metodos de interpolacdo. En
tre os metodos de interpolacao mais corriqueiros, podem ser citados
(Bernstein, 1976) :

- Vizinho-mais-proximo, onde a intensidade do elemento da imagem

de entrada mais proximo € selecionada, e este valor & atribuido
ao ponto de imagem corrigida.



- Interpolacao bilinear, que utiliza quatro pontos da vizinhanga

de imagem de entrada para computar a intensidade dos pontos da
imagem resultante. A tecnica utilizada e interpolacao linear
bidimensional (dai a origem do nome bilinear).

- Convolucao cubica, que leva em conta os dezesseis valores na

imagem original mais proximos do ponto resultante; a funcao de
interpolacao e uma aproximacao de 32 ordem paraum interpolador
do tipo x/x, 0 qual - conforme sera visto mais adiante - & a
funcao teorica ideal para reamostragem. Este metodo produz me
Thores resultados, ao custo de um tempo de computacao maior.

Dada a importancia do processo de interpolacao no trata
mento de imagens multiespectrais, com o objetivo de melhor conhecer es
te processo, a intencao deste trabalho € analisar wma classe de inter
poladores; tais fungOes sao obtidas por meio dos metodos deprojeto de
filtros digitais, disponiveis na literatura de Processamento Digital
de Sinais. O comportamento dessa classe de interpoladores foi compara
da com aqueles mais frequentemente utilizados, com o intuito de esta
belecer limites praticos de desempenho e fornecer subsidios para a es
colha de funcoes de interpolacao adequadas a uma determinada apli
cacgao.

0 emprego das tecnicas de Processamento Digital de Si
nais merece um comentario: € mais comum o projeto de interpoladores a
partir de um ponto de vista de Analise Numerica. A abordagemde Proces
samento Digital de Sinais evidencia - a partir uma interpretacaono do
minio da frequencia - que interpolagdo € basicamente um processo de
filtragem linear. Alem disso, num problema tipico desta area, sao im
plementados sistemas com um comportamento de entrada/saida especifica
do; este enfoque & particularmente Util no projeto de interpoladores
e permite uma avaliacao mais fundamentada de seu comportamento. Alem
disso, trabalhos anteriores (Mendes et alii, 1982) evidenciaramas van
tagens da primeira abordagem em comparagao com a segunda.



A analise do processo de interpolacaoc do ponto de vista
de filtragem linear mostra grande fecundidade: existe uma variedade de
tecnicas de projeto de filtros, que representam diferentes compromis
sos em funcao da flexibilidade de projeto, do efeito do tamanho fini
to da palavra, da complexibilidade em termos do tempo de computacao,
e do comportamento em frequencia do filtro. No Capitulo 2 e apresenta
da uma discussao sucinta das consequencias da abordagem de Processa
mento Digital de Imagens ao prob]ema; que leva em conta as wvantagens
e desvantagens do emprego de filtros de Resposta ao Impuldo Finita -
-ditos "FIR" (nao-recursivos)-e filtros de Resposta ao Impulso Infini
ta-ditos "IIR" (recursivos) - para o projeto de interpoladores, sendo
evidenciada a superioridade dos primeiros. Como consequencia, no Capi
tulo 3, o projeto de filtros para interpolacao por meio de tecnicas
de projeto de filtros FIR e discutido: e empregado o metodo de janela
mento. No Capitulo 4, sao apresentados resultados relativos aos proble
mas de ampliacao de escala e reamostragem de imagens LANDSAT; sao tam
bem relatadas algumas conclusoes no tocante aos interpoladores proje
tados, tendo em vista futuras aplicacoes.

Uma observacao importante acerca do ambito deste traba
1ho diz respeito a natureza dos interpoladores. Embora o0s interpolado
res em imagens sejam - por natureza - bidimensionais, o enfoque esco
Thido supoe a separabilidade destas funcoes, o que transforma sua ana
lise num problema unidimensional.



CAPTITULO 2

INTERPOLACAO EM IMAGENS: UMA
ABORDAGEM DE PROCESSAMENTO DE SINAIS

2.1 - ANALISE EM FREQUENCIA

Em muitos problemas de processamento digital de sinais, da
da uma sequencia x[n], que corresponde a um periodo amostral T, e dese
jada uma sequencia y[n], tal que y[n] = ia(nT'); a sequencia y[nl e o
resultado da amostragem de ia(t) - funcao analogica original - numa ta
xa diferente. Para que a nova sequencia y[n] seja obtida sem erro, uma
analise detalhada desse processo sera feita. Para tanto, algumas de
finicOes e teoremas sao necessarios.

- DEFINICAO 2.1 - Uma fungao ia(t) e dita limitada em faiza se sua
transformada de Fourier & zero fora de um intervalo finito, ou se
ja:

X () = 0 para lo| > @, (2.1)
e sua energia E e finita:

0 1 g
e - | [x(t)|2 dt = — J [F(w)]2 do < =, - (2.2)
J 2

TT
-0

A condic3o de Timitacao em faixa, alem de corresponder a
suposicoes realistas sobre as propriedades naturais dos sistemas, conduz
a relacoes muito convenientes em Processamento Digital de Sinais; por
exemplo, permite a determinacao inequivoca de um sinal ia(t)a.partir de
suas amostras, como mostra o teorema seguinte.

- TEOREMA 2.1-(Nyquist) Uma funcao ia(t), lTimitada em faixa na fre

quencia @, pode ser expressa em termos de suas amostras x[nT], a
partir da formula:
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o]

R (t) = 7 x(ory Senalt-nT) (2.3)
a N=-o a(t-nT)

™

onde T = a

. (2.4)

A prova do Teorema 2.1 pode ser encontrada em qualquer 1i
vro de Analise de Sinais (p.ex., Papoulis, 1977).

Como consequencia, ao computar a Equacao 2.3 para t=nT',
obtida uma relacao direta entre y[(n] e n[n]. A Equacao 2.1, contudo,
impossivel de ser avaliada, pois as funcoes:

sen (t-nT)
(t-nT)

tem duracac infinita; em lugar de simplemente truncar estas fungoes, €
mais.razoavel projetar interpoladores de duracao finita. Alem disso, a
reconstrucao dada pela Equacao 2.3 representa a convolugao - no  domi
nio do tempo - com a funcao Sinc. No dominio de frequencia, isto corres
pondecia a multiplicacao da resposta em frequencia X(w) porumfiltro pas
sa-baixas ideal-nao realizavel fisicamente. Para entender como estes in
terpoladores podem ser projetados, e apresentada a seguir a representa
¢ao, no dominio da frequencia,dos processos que modificam a taxa de amos
tragem, de acordo com a linha de Schafer e Rabiner (1973) e Crochiere

e Rabiner (1981).

Com o aumento da taxa de amostragem por um fator inteiro
L - o que corresponde a uma interpolacao de L vezes - o novo periodo de
amostragem sera T' = T/L.

Como a sequéencia x[n] fornece amostras da sequencia deseja
da apenas em intervalos de L amostras na nova razio de amostragem, as
amostras subsequentes devem ser preenchidas por ihterpo]acao. Para me
Thor compreender o processosa relacaoc entre sistemas continuos e
suas amostras discretas, no dominio de frequéncia, & considerada a se
guir. |



Para um sinal xa(t) com transformada Fourier Xa(w),limi
tado em faixa na frequencia @, vale o seguinte teorema:

- TEOREMA 2.2 - Para as amostras x[nT] tomadas no periodo amos
tral T = %%3 a resposta em frequéncia correspondente X(ejw15e§
ta relacionada de maneira direta com a resposta em frequencia
X(w) do sinal analogico xa(t), a saber:

x(ed®Ty = 1 %), o] ¢ . (2.5)
T T

A prova do Teorema 2.2 pode ser encontrada no livro de
Rabiner e Gold (1975); tal teorema esta ilustrado na Figura 2.1.

X(w)
A
ZARN
(a)
« ekoT
( A )
AL
I R S A
T T (b) T T

Fig. 2.1 - Rg]acéo entre as transformadas de Fourier de um sinal con
tinuo e de sequencia discreta, obtida por amostragem com
periodo.

FONTE: Schafer and Rabiner (1973).

Para o aumento de taxa de amostragem, a sequencia v[n]
e inicialmente obtida a partir das amostras originais:

vinl = x[n/L1 n=0, %, Yo, ... (2.6)

0, fora.



A sequencia v[n] corresponde a preencher com zeros as

amostras a serem interpoladas, o que reserva a informacao original.

- TEOREMA 2.3 - A resposta em frequencia V(eij'), ou seja,
V(eij) e periodica com periodo —23—3 e nao _E;_, como seria de
esperar. ! !

PROVA. A transformada em z de v[n] sera:

[o ]

V(z) = ¥ x[n/L] 277, (2.7)
N= e
ST xind 27 - x(2D). (2.8)
N= -
Como z = ejmTl e T'L = T seqgue-se que:
v(edT) - x(eiT'Dy, (2.9)
ou seja:
v(evT') - x(edT), (2.10)
A Figura 2.2a mostra V(eij|) e *(eij) para o caso
T* =-{§—.

Para computar a sequencia y[n] = X (nT') a partir de se
quencia v[n], deve ser garantido que:

Y(ej“’T') _ J_Xa(w) P

LA (2.11)
TI ]

T

Deste modo, as condicoes do Teorema 2.2 sao satisfeitas
e a reconstrucao e feita sem erro. Para a obtencao do sinal interpola
do, com a informagao de que:

jwT 1 m
V(™) = — R (), |o] <= (2.12)
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todas as frequencias no intervalo-—%— < o < f%r devem ser rejeitadas
por meio de um filtro passa-baixas, como ilustra a Figura 2.2b, Alem dis
so, para garantir que a amplitude esteja correta no intervalo de amos

tragem T', o ganho do filtro deve ser L =-—2—.
joT! joT
V{e )= X(e )
/T
1 1 | > W
I am anm em_ 2w
T T T T T
(a)
Tl
v(e'® )
3/T=1/T'
1 /_l_\ > W
I 2n_2m
T T/3 T

(b}

Fig. 2.2 - Aumento de taxa de amostragem.

(a) - Transformada de Fourier das sequencias x [n] e
vin].

(b) - Transformada de Fourier da saida desejada y[n]
FONTE: Schafer and Rabiner (1973).
Assim, e necessario que:

V(™) < nelT) (el < m(eT) < x(elT, -

- H(eWT)

1
—T-Xa(w), iwl < TTTI . (2.13)

Para satisfazer a Equagao 2.11, basta que o filtro seja
expresso por:



H(ej‘*’T') JL - T |w| < ; (2.14)
Tl
= 09 u < ‘U.)l < U .
T T!

0 intervalo ideal para aumento da taxa de amostragem de
um valor L. requer, deste modo, a criacao de uma frequencia de L-1 ze
ros entre cada valor da sequéncia original, que sera entao filtrada por
um filtro passa-baixas ideal.

0 resultado anterior e uma consequencia direta do Teorema
de Amostragem: a recomstrugdo sem erro € possivel apenas para sinais com
conteudo em frequéncia limitado. Cabe aqui uma observacgao para o caso de
mudanca de taxa de amostragem por fatores nao-inteiros: o procedimento
inicial inclui aumentar a taxa de amostragem por um fator L (interpola
cao), e a filtragem como passo seguinte. 0 resultado tera sua taxa de

amostragem reduzida de um fator M (decimacao). O processo e ilustrado na
Figura 2.3.

~ AUMENTE DIMINUA
TAXA DE FILTRO TAXA DE
—9' - N
xIn] AMOSTRAGEM PASSA- BAIXAS amosTracem [ > YInl
POR L POR M

Fig. 2.3 - Representacao em diagrama de blocos do aumento da taxa
de amostragem por um fator de L/M.

0 processo de decimagao e dual aquele de interpolacao, sendo
discutido com maior detalhe em Schafer e Rabiner (1973). Para uma esco
1ha conveniente de L e M, @ possivel chegar arbitrariamente perto de
qualquer razao desejada para mudanca da taxa de amostragem.
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2.2 - ESCOLHA DE FILTROS PARA INTERPOLAGAO

Na discussao anterior, foi mostrado que o processo de in
terpolacao e redutivel a um problema de filtragem linear. Como o filtro
de reconstrucdo ideal nao e realizavel fisicamente, existem diversas a
proximacGes que representam diferentes compromissos entre acuraciade in
terpolacdo e eficiencia de realizacdao. Uma consideracao basica na esco
Tha dos filtros diz respeito ao tipo de realizacao: podemser utilizados
filtros IIR (recursivos) e filtros FIR (ndo-recursivos). Nesta secao,
sao apresentados argumentos no sentido da superioridade dos filtros FIR,
no tocante ao problema de interpolacao.

- Distorcao em Fase

Uma caracteristica importante dos filtros FIR e que eles
podem ser projetados com fase exatamente linear; tal caracterTsticaélqg
levante, pois o interpolador ideal tem fase zero. Assim, no caso de fil
tros FIR para interpolacao, a distorcao devido a nao-linearidade em fa
se pode ser imposta igual a zero. No caso de filtros IIR, isto né’oépoi
sivel, pois tais filtros ndao podem ter fase linear com exatiddo; neste
caso, existira sempre um erro de interpolacao - mesmo que a resposta em
amplitude tenha um comportamento muito proximo do desejado - divido a
nao-linearidade em fase.

- Realizacao do Filtro

De uma maneira geral, os filtros IIR tem realizacoes mais
eficientes que os filtros FIR; contudo, a natureza do processo de inter
polacao faz com que os FIR sejam competivos com os IIR em termos de tem
po devcomputacéo.

Como ja discutido anteriormente, a interpolacao ideal se
ria obtida a partir das amostras originais x[n] por:

yinl = ¥ h [n-k]u k], (2.15)
N=c
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onde h[n] representa a resposta impulsiva do interpolador ideal (fun¢ao
sine).

No caso de um filtro FIR com resposta ao impulso h{n], tal
que:

h[nl = 0 In| >0 : Ly (2.16)

a saida do processo sera denotada por:

K=n+N-1/2
h{n] = y hin - K1 VK], (2.17)
K=n-N-1/2

onde v[n] representa a sequencia x[n] “"preenchida com zeros", conforme
descrito anteriormente:

Vin]

x[n/L] n=0 L =+ 2L

0 fora.

Embora o esfor¢o computacional aparente seja proporcional a
N, o teorema seguinte indica que pode ser conseguida uma reducao.

TEOREMA 2.4 - A complexidade da interpolacao por convolucao (deno
tada na Equacao 2.17) e proporcional a N/L, onde N e
0 numero de elementos do filtro FIR e L o aumento da
taxa de amostragem.,

PROVA - A sequencia v[n] e substituida por sua correspondente na se
quencia original, conforme a Equacao 2.17,

n+N-1/2
ylnl = x[K/L] h[n - K] ,

K=n-N-1/2

K e, (2.18)
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Apenas um em cada L valores da sequencia x[n] e utiliza
do na interpolacao, pois as outras L - 1 amostras sao nulas. A Equacao
2.18 pode - a luz destas restricoes - ser reescrita como:

| n/L + N - 1/2L]
y x[k1 h[n - KL]*. (2.19)
| n/L - N-1/2L ]

y[n]

~
n

A Equacado 2.19 torna claro que o esforco computacional e
proporcional a N/L no caso de filtros nao-recursivos (FIR), o que aca
ba a prova.

Se fossem utilizados filtros IIR, muito pouca economia
poderia ser feita, o que indica um melhor comportamento em amplitude
dos filtros IIR e compensado pela realizacao por convolucao dos  fil
tros FIR.

- Restricoes na Resposta ao Impulso

Uma outra restricao importante no projeto de interpola
dor - possivel no caso de filtro FIR e dificil de impor em projeto de
filtros IIR-¢e a de que os valores das amostras de entrada sejam recu
perados, nos tempos de amostragem originais. Ou seja, parar e I, a
restricao e expressa por:

yIrL] = x[rL/L] = x[r] - « < r < =, (2.20)
Da Equagao 2.19 vem:

|r+ N - 1/72L]
yIrL1=x[r] = x[r] = ) x[K] h[rL - KL] (2.21)
K={r - N-1/2L]

A notagdo l_xJ refere-se ao "mator interiro menor que x"
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A Equacao 2.21 indica que o filtro interpolador h[n] deve
ser tal que:

h{0] = 1,

h[n]

0, notoL l—N—'—i—J (2.22)
L 2L

As restricoes a resposta ao impulso indicadas na Equacao
2.22 podem ser 1ncorporadas ao projeto de filtro FIR (Rabiner and Gold,
1975); o projeto de filtros IIR, entretanto, € usuaimente expresso por
uma funcao racional em H(z), pois a resposta ao impulso de tais filtros
& infinita. Deste modo, tais condicionantes dificilmente poderiamser in
corporados ao projeto de filtros IIR.

Os argumentos acima apresentaramrazoes ponderaveis no sen
tido da escolha de filtros FIR, em detrimento de filtros IIR, pra resol
ver o problema da interpolacao. Foi mostrado tambem que os filtros dese
jados devem ser passa - baixas e ter fase linear. Neste particular, exis
tem na literatura um conjunto de metodos disponiveis para obter tais
filtros; no que se segue, & feita uma discussao do projeto de filtros
FIR segundo o metodo de janelamento.



CAPTTULO 3

USO DE JANELAS PARA PROJETO DE INTERPOLADORES

3.1- TEORIA DE JANELAS

0 metodo mais simples para projeto de filtros digitais
FIR e o metodo de janelamento; tal metodo advem do uso de tecnicas da
serie de Fourier ao problema de obter uma resposta em frequencia dese
jada.

A resposta em frequencia desejada H (ejw) de um filtro
1-D digital possui expansao em serie de Fourier (a resposta € periodi
ca no dominio de frequencia), denotada por:

[oo]

H(ed®) = ¥ h(n) e7dum, (3.1)

=00

onde:

2T

h(n) = —1—[ H (edv) edum g4,. (3.2)

Os coeficientes da serie de Fourier sao facilmente reco
nheciveis como sendo equivalentes a resposta ao impulso de um filtro
digital. Contudo, a resposta ao impulso deste filtro teria duracao in
finita, visto que a somatoria na Equacao 3.1 vai de -» a +»; 0 filtro
resultante e, entao, irrealizavel. E imperativo - deste modo - trun
car a serie de Fourier obtida de alguma maneira. Infelizmente, o
truncamento da origem ao fenomeno de Gibbs: a resposta em frequencia
obtida oseila perto das descontinuidades.

0 fenomeno de Gibbs pode ser facilmente compreendido por

meio do teorema de convolucao; o truncamento da série de Fourier cor
responde @ sua multiplicacao com uma funcao definida como:

- 15 -
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(
1 -(ﬁtl- gng

t (n) = 2 2 (3.3)
0 fora,

N-1),

onde N & o tamanho do filtro. Tal janela teria uma respostaem frequen
cia do tipo:

TN(ejw) = sen (Nw/2) . (3.4)

sen (w)

A resposta em frequencia do filtro truncado pode ser obtida por convo
lucdo da resposta em frequéncia desejada H (e3“) com Ty (edwy, Proxi
mo as descontinuidades de H (ed®) havera oscilacdese "overshoots" na
resposta em frequencia projetada H (ejw). Tais "overshoots" nao decres
cem com o aumento do tamanho da resposta em frequencia (Rabiner and
Gold, 1975). Deste modo, O truncamento puro e simples e bastante ine
ficiente.

Uma solucao mais viavel para obter filtros realizaveis
a partir da expansao em série de Fourier e atraves do chamado janela
mento: uma sequencia finita de pesos j(n), chamada janela, & utiliza
da para modificar os coeficientes de Fourier h(n). Assim, a sequencia
h(n) = h(n) . j(n) & formada, e o filtro pode ser implementado eficien
temente. A Figura 3.1 ilustra o processo de janelamento.

Como a resposta em frequencia resultante H (ejw) e o re
sultado da convolucao das respostas em frequencia do filtro desejado
H (e3¥) e da janela J (e3¥), & oportuno fazer aqui consideracdes seme
Thantes as anteriores. Em particular, a largura das faixas de transi
cao depende da largura do lobo principal de J (ejm); alem disso, osci
lacoes resultantes dos lobos secundarios de J (ejw) produzem erros de
aproximacao em H (ej“), para todo w. Deste modo as caracteristicas de
sejaveis para uma janela sao:
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ﬁ(ejw) Bn)
\
/ﬂ |
/‘ 7 e e iy
= —,r[ IO
e’ Jn)
-~ ) —M M n
H(ehn)
A h(n)=h(n).j(n)
\ R lh
-r TT\;w 'Jll M '

Fig. 3.1 - Ilustra¢ao do processo de janelamento.
FONTE: Rabiner and Gold (1975).
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1) Pequena largura do lobo principal de resposta em frequencia,
com tanta energia quanto possivel.

2) Lobos laterais da resposta em frequencia com rapido decaimen
to, quando w tende a w.

Estes requisitos nao sao compativeis eum compromisso
e necessario, dando origem a diferentes janelas, comdistintas proprie
dades.

A seguir, e feita uma apresentacao de um conjunto de ja
nelas - disponiveis na literatura - utilizando-as no projeto de inter
poladores. Deste modo uma nova classe de interpoladores € gerada.

3.2 - CLASSE DE INTERPOLADORES POR JANELAS

A teoria de janelas tem origem no problema de estimagao
espectral: o objetivo e estimar a transformada de Fourier F(w) de um
sinal f(t) a partir de seu truncamento fT(t). Neste caso, sao utiliza
das janelas (Papoulis, 1977 e Blackman and Tukey, 1958) para reduzir
0 erro de estimacao.

No caso de projeto de interpoladores,a intencao e obter
uma resposta em frequencia que aproxima o interpolador ideal H (ejw),
cuja resposta em frequéncia & denotada pela funcdo sine h(n). Como ja
visto anteriormente, o truncamento do interpolador ideal daria origem
a caracteristicas indesejaveis - fato verificadoexperimentalmente por
Mendes et alii (1982). 0 uso de janelas procura remediartal problema,
pois sdo obtidas funcoes de interpolacdao que aproximam, em frequencia,
um filtro passa-baixas; no dominio do espaco, isso equivale a tomar o
filtro interpolador resultante do produto:

h(K) = h(K) j(K), - (N=1) < K ¢ N-1, (3.5)
2 2
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onde j(K) representa o K-esimo coeficiente da janela,e N, 0 tamanho do
filtro.

No que se segue, varias janelas sao apresentadas, com algu
mas propriedades de interesse evidenciadas.

(i) Janela de Hann.

5K = 2 | 1+ cos (27K | =Nt N (3.6)
2 N-1 2 2
(ii) Janela de Hamming.
§(K) = 0.54 + 0.46 cos (27K), k =Nt . N (3.7)
N-1 2 2
(iii) Janela de Blackman.
5(K) = 0.42 + 0.50 cos (2K 4 0.08 cos (27Ky,
N-1 N-1
(3.8)

K==-N-1,..., N-1,
2 2

As janelas acima foram inicialmente utilizadas para ana
1ise espectral de periodogramas (Capelini et a]i{, 1978). A partir des
tas janelas foram propostas ainda: a janela de Tukey, combinagao da Ja
nela retangular com a Hann, e a janela de 3-coeficientes (para maiores
detalhes, ver Geckinli and Yavuz, 1978).
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(iv) Janela de Tukey.

(1< K] < Ny onde Nj < N-1
g"IT—(n-Nl) N 1
g =i e leos [N N < K| < == . (3.9)
2 2 ;L 2Ny 2
L N-1 o
0, fora.
L
(v) Janela de 3-coeficientes.
0 <8< 0.045
f 1-4 1 2K 4K N-1 N-1
=*8 v Lcos (™% 4 28 cos (™), k= - (X2y,... B0
2 2 N-1 N-1 2 2
J (3.10)
0, fora.
\

A janela de 3-coeficientes e redutivel as janelas de
Hann e Blackman, com =0 e B=0.04, respectivamente. Algumas outras ja
nelas apresentam propriedades de interesse, a saber:

(vi) Janela de Kaiser.
0 <B<10
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(

o (s /1-(2K/(N-1)2) N1
$(K)- | To (g) 2

(3.11)

L 0, fora,

onde To (x) & a funcao de Bessel modificada de ordem zero;o parametro
g controla o compromisso entre a energia do lobo principal e o pico
dos lobos secundarios. A janela de Kaiser foi proposta para aproxima
cao das funcoes de onda esferoidais prolatas; tais funcoes possuem ma
xima concentragao de energia € minimizam a energia fora de um interva
1o especificado. Para tais funcoes, a razao

w3 2
[ 10(w)]” do
Ml W (3.12)

(fw 19(w) | da

e maxima.

A janela de Kaiser nao cai a zero para |[K| = Ell; para

melhorar seu comportamento, Geckinli e Yavuz (1978) propuserama assim
chamada janela de Kaiser modificada: seu valor para |K| = N1 e feito

igual a zero.

(vii) Janela de Kaiser Modificada.
1 <8< 10

(1o [6 /A-12k/(N-1)17 -1

K= -N-1,... N-1
2 2

J(K) = Io (8) -1

(3.13)
0, fora.

\
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A janela que possui minimo momento de amplitude, e mini
miza a integral

fw w2 I(w) do, (3.14)

sujeito as restricoes e

J(w) = Iw),
J*(w) = I(w), (3.15)
J(w) 2 0:

foi deduzida por Papoulis (1977) e leva seu nome.

(viii) Janela de Papoulis.

l sen A_K + [1- &[_K_.LI cos _ZLK., K=_&_1_’_._ L\l:i,
j(K) = ™ N-1 N-1 N—1 2 2
(3.16)
\ 0, fora.

A janela cossenoidal possui minimomomento de energia, OU
seja, torna minima a equacao

Jw w? 32 (w) dw. (3.17)

(ix) Janela Cossenoidal.

(cos K ,K=-M,...,M,
2 2

(3.18)
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Outra abordagem para a proposicao de janelas tem origem
no problema de convergencia da serie de Fourier associada ao projeto
do filtro: a convergencia da série & apressada multiplicando-apor coe
ficientes adequados, procedimento equivalente a usar uma janela. 0 me
todo de somatoria de Fejer da origem a janela triangular (tambem cha
mada janelade Bartlett) e o metodo de Lanczos, a janela sinecyalem dis
so, Parzen (conforme Papoulis, 1977) propos ainda uma janela que € o0
resultado da autoconvolucao da jamela triangular.

(x) Janela Triangular (ou de Bartlett).

2K

1- |8

CKe- NN

N-1| 2
J(K) = (3.19)

0 fora .

(xi) Janela de Parzen.

3
I N-1 < K < N-1 (3.20)
)
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(xii) Janela Sinc.

(r ( -L
sen gﬂ—K—
N-1

21K 2 7 2
N-1

L -

"
A

3(K)

(3.21)

. 0, fora.

onde L e inteiro (L>0).
A janela sine com L=1 maximiza (Geckinli andYavuz, 1978)

a area sob o lobo principal no intervalo |w| < 2w, ou seja, a inte
gral

2m
{ J(w) dw, (3.22)
=27

sujeita as restricoes de:

J(t) = 0,
J(-w) = I(w), (3.23)
J*(w) = J(w)-

Por ultimo, sera examinado um tipo de janela proposto em
funcao do problema de interpolacao. Shlien (1979) observa que o inter
polador ideal, sen wx,pode ser representado pelo produto infinito:

X

sen (nx) - (1_.§i) (1_.51) (1- éi),,, (3.24)
™ 12 22 32
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0 truncamento para |x| > n introduz descontinuidades em
[x| = n o que causa uma oscilacdo pronunciada nas caracteristicas espec
trais do interpolador. Com base nessas consideracoes, Shlien (1979) pro
pos a seguinte janela:

(xiii) Janela de Shlien

; 2
1[&}.(_»1_1_.»*___1_ (3.25)
0, fora.

Esta janela tem a propriedade de possuir as derivadas
iguais a zero para |K| = N-1/2, o que corresponde a remover as desconti
nuidade de primeira ordem, geradas pelo truncamento.

Para posterior comparacao, deve ser aqui citado o interpo
lador por convolugdo cubica, normalmente utilizado para reamostragem e
correcdo geometrica (Bernstein, 1976). Este interpolador e obtido atra
vés de polinomios de 32 ordem, definidos no intervalo de interesse; tais
polinomios aproximam o comportamento do interpolador ideal, com deriva
das continuas nos pontos onde o interpolador seja igual a zero.

(xiv) Convolucao Cubica.

" 3 2
_3_. - _Z_‘S__ - _é_. I.__4_K—_ + 1 0 < IKJ[ < N-1
2 N-1 2 1 N-1 4
f 1 4K |3, 5 4K 2_4l 4K |+2__|\1_-_1_S|K|S N-1
2 1 N-1 2 1 N-1 N-1 4
(3.26)
. 0, fora.
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A aplicacao de cada uma das janelas apresentadas ao proje
to de interpoladores - de acordo com a Equagao 3.5 - da origem a um in
terpolador distinto; as Figuras 3.2 a 3.17 apresentam os graficos dos
diferentes interpoladores, alem do modulo de sua resposta em frequencia.
Note-se que os interpoladores vizinho-mais-proximo, bilinear e convolu
¢do cubica foram incluidos para permitir comparacoes.

Na secao seguinte, sdao apresentados alguns parametros que
permitem o cotejo entre os interpoladores.

3.2 - COMPARACAO ENTRE INTERPOLADQRES: ERRO DE RESOLUCAO E ERRO DE INTER
POLACAO

As funcoes discutidas até agora sdao proprias do problema
de projeto de fi]tros‘unidimensionais; no caso de imagens, no entanto, o
aumento de fimensionalidade resulta numa maior complecisade. Alem disso,
o trabalho no dominio do tempo e substituido pelo emprego de medidas do
espaco. Assim, as novas unidades amostrais correspodem aos pontos
("pixels") da imagem digitalizada, e a unidade de frequencia passaa ser
o “"ciclo/pexel".

A representacdo usual considera uma imagem ideal continua,
de\dimensGes infinitas, cujé intensidade pode ser denotada por FI(x,y).
A imagem real - digitalizada e finita - pode ser considerada produto de
imagem ideal, FI(x, y), por uma grade de pulsos finita, S(s, y), o que
da origem a imagem amostrada, Fp(x, y), como se segue:

Fp(x, y) = FI(x, y) S(x, y), (3.27)

onde S(x, y) e dado por:

N1 N2

S(x, ) = ) L Plx-dysx,y -, ny). (3.28)
Ji=N1 Jj2=N;
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A matriz amostral S(x, y) & composta de (2N;+1) (2N, +1)
pulsos P(x, y), distribuidos uniformemente, com espacamento Ax, Ay. 0
resultado e uma imagem com a mesma dimensao de grade.

Para a analise do processo de interpolacao, & importante
considerar as diferencas entre os processos de reconstrucao da imagem
ideal. Se as condicoes de Nyquist fossem satisfeitas, a imagem ideal
FI(X’ y) poderia ser reconstruida por meio do interpolador ideal f(x,y%
como Se segue:

FI(xa Y) = 2 z FP(Jl AX, j2 AY) T(X'lexs j-jzAY). (3-29)

jam = Jo=-w

No caso de interpoladores finitos, denotados por I(x, y), a imagem re
construida sera obtida a partir da equacao:

Ny N,
Frix,y) =} Lo Fpldadx, J2y) I(x-Jidx, y-jz8y).  (3.30)
Ji=- Ny Jo=-N;

No que se segue, 0s interpoladores sao funcoes separaveis,
ou seja:

I(x, y) = I{x) . I(y). (3.31)

(Esta formulacao facilita a analise do processo de interpolacido; alem
disso, os interpoladores desenvolvidos na secao anterior podem ser dire
tamente aplicados a analise do processo).

0 erro introduzido possui duas componentes: a funcao fini
ta de interpolacdo I(x, y) pode defirir do interpolador ideal I(x, y),e
0 interpolador tem tamanho finito, o que causa erros de truncamento. Des
te modo, a utilizacao de funcoes de interpolagao nao-ideais da origem a
uma perda na resolugdo da imagem e a <ntrodugdo de altas  frequéncias
na imagem interpolada.
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Com base nestas consideracoes, Pratt (1978) propos as se
intes medidas para avaliar o desempenho de interpoladores:

a) a perda de resolugdo, devido ao uso de funcoes de interpolacao
nao-ideais I(x, y), expressa por:

E_ -E
g = (3.32)
R E
I
onde:
™ i
= 2
ER - J_ﬂ J__,” wI(wX, UJy) lI(wx, UJy)I dwx dmy (3.33)

representa a energia da imagem realmente interpolada, e

™

™
£, - J “ Jﬂwl(wx, o) do do, (3.34)

a energia da imagem idealmente interpolada. Em ambos os casos,
NI(wx, wy) denota a densidade espectral de poténcia de  imagem
ideal.

b) 0 erro de interpolacdo, resultante da introducao de alta frequen
cia, pode ser definido como:

£
e = B (3.35)
A g
T
onde:
ET = J J WI(wX, wy) IR(wx, wy)lz dwx dwy (3.36)

-00

indica a energia total de imagem interpolada, e
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E,.=E -E (3.37)

representa a parcela da energia da imagem interpolada fora dos
limites de Nyquist.

As Tabelas 3.1 e 3.2 contem listas dos parametros ep € €
para os interpoladores definidos previamente. Para a geragao da Tabela
3.1, foi considerada uma densidade espectral de potencia, wl(wx, wy) de

forma:

wI(wX’ wy) = wi(w)s (3.38)
onde:
WI(w) = v -, Iw[ <m
(3.39)
wI(w) = 0, fora.

A Tabela 3.2 foi obtida com vase numa funcao de autocorre
lagao do tipo markoviana separavel, da forma:

RI(j, k) = R;(j) (3.40)
onde:
R (§) = .9533 . (3.41)

A densidade espectral de poténcia & obtida - nesse caso -

a partir da transformada de Fourier de funcao de autocorrelacao.A Trans

formada de Fourier que fornece a densidade espectral de potencia W(ww,

wy) e obtida, a partir de autocorrelacao R(j, k) por:

N+1 Nf1 . :

W(u, v) 4 ) Y R(J, x) exp{-2ri [ Jx+ky ] . (3.42)
N j=0 K=0 N

As Tabelas 3.1 e 3.2 sao forte evidencia de um comporta

mento semelhante entre os varios interpoladores, principalmente no caso

de uma autocorrelacao markoviana; os interpoladores de Skhlien e cossenoi
dal apresentam melhor comportamento que os demais.



(densidade espectral de potencia WI =
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TABELA 3.1

ERROS DE INTERPOLADORES

n? - w? )

PERDA DE RESOLUGAO ERRO DE INTERPOLACAO

e (®) (%)
VIZINHO-MAIS-PROX. 32,1 25,6
BILINEAR 49,0 6,1
SHLIEN 23,8 3,9
BARTLETT 26,3 7,2
HANN 35,6 6,6
HAMMING 31,4 5,9
BLACKMAN 38,0 9,1
KAISER 34,1 6,7
SINC 27,7 4,9
COSSENO IDAL 24,6 4,3
CONVOLUGAO CUBICA 28,1 5,1
PAPOULIS 38,6 9,7
PARZEN 38,8 11,2
KAISER MODIFICADA 34,9 6,9
TUKEY 24,6 3,6
3 - COEFICIENTES 37,4 8,4
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TABELA 3.2

ERROS DE INTERPOLADORES

(auto correlagao markoviana = 0,9531)

PERDA DE RESOLUCAO ERRO DE INTERPOLAGAO

er(%) ex(%)
VIZINHO-MAIS-PROX, 13,9 10,7
BILINEAR 22,0 2,1
SHLIEN 12,4 1,7
BARTLETT 10,8 3,2
HANN 15,2 2,5
HAMMING 13,2 2,3
BLACKMAN 16,5 3,4
KAISER 14,5 2,5
SINC 11,3 2,0
COSSENOIDAL 11,1 1,8
CONVOLUGAO CUBICA 11,5 2,0
PAPOULIS 16,8 3,6
PARZEN 16,9 4,3
KAISER MODIFICADA 14,9 2,6
TUKEY 22,2 1,8
3-COEFICIENTES 16,2 3,1







CAPTITULO 4

APLICACOES: AMPLICAGAO DE ESCALA E REAMOSTRAGEM

Para permitir a comparacao entre os resultados de aplica
cao dos interpoladores, descritos anteriormente, ao problema de amplia
cao de escala, uma imagem padrao -a "Garota da Kodak" - foi analisada pe
los equipamentos do Laboratorio de Tratamento de Imagens Digitais do
INPE (LTID).

A imagem padrao foi reduzida do 8 (oito) vezes do tamanho
original de 512 x 512 para as dimensdes de 64 x 64. A reducio foi feita
por partes, tomando-se sucessivamente a media em regioes de tamanho 2 x
2; a seguir, as imagens foram ampliadas de acordo com os interpoladores
discutidos anteriormente. A Tabela 4.1 apresenta os parametros do erro
(média e variancia) e do médulo do erro media e variancia em percenta
gem da imagem original). A media do erro indica apenas a diferenga das
medias entre a imagem original e a interpolada.

Mais uma vez, 0 desempenho revela ser bem semelhante entre
os diversos tipos de interpoladores. Visualmente, as imagens geradas pe
los interpoladores de Shlien, Kaiser modificada, sinc, cossseno e convo
Tucao cubica sao superiores as demais e bem parecidos entre si.Nas apli
cacdes de corregao geometrica, onde ndo se pode pre-computar os valores
do interpo1ador,va funcao de convolucao cubica apresenta grande superio
ridade sobre as demais, em termos de tempo de computacao. No caso de rea
mostragem ou ampliacdo de escala, o tempo de computacao & igual para to
dos os interpoladores, pois os verores sao pre-computados, ja que saoco
nhecidos os valores que estas poderao assumir.
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TABELA 4.1

DESEMPENHO DOS INTERPOLADORES PARA AMPLIACAO DE ESCALA

ERRO - MODULO (%)
INTERPOLADOR - _

med. var. med. var.
VIZ. MAIS PROX. 0,20 181 10,6 7,0
BILINEAR 0,80 154 11,2 5,4
HANN | 1.40 165 13,1 6,3
HANNING ! 0,10 164 9,8 5,4
BARTLETT -13,8 234 22,3 12,2
BLACKAMAN 3,7 160 11,3 6,0
KAISER - 0,5 165 9,9 5,4
SINC 1,0 145 9,9 5,3
COSSENOIDAL 0,7 145 9,9 5,3
CONVOLUCAO CUBICA | - 0,4 144 9,8 5,3
PAPOULIS - 5,6 167 12,7 6.8
PARKEN 7,8 193 15,4 8,1
KAISER MODIFICADA | - 0,2 146 9,8 5,4
TUKEY - 0,6 153 9,8 5,4
3-COEFICIENTES - 2,5 153 10,5 5,7
SHLIEN - 0,4 145 9,9 5,3




CAPITULO 5
CONCLUSOES

0 problema de interpolacao foi estudado do ponto de vista
da teoria de Processamento Digital de Sinais; neste ambito, foram proje
tados filtros FIR (resposta ao repulso finita) para interpolacao. A abor
dagem escolhida foi o metodo mais direto disponivel para o projeto de
tais filtros: o uso de janelas.

Entre as vantagens do metodo de janelas esta a sua simpli
cidade, alem do fato de os filtros obtidos poderem ser expressos anali
ticamente; esta Ultima propriedade e de fundamental importancia nos pro
cessos de correcdo geométrica de imagens. Entre as desvantagens, € im
portante notar que os filtros resultantes sdo subotimos, no sentido de
que podem ser projetados - por outros metodos-para um mesmo numero de
coeficientes, filtros FIR digitais que melhor aproximem a resposta em
frequencia desejada.

Alem disso, no caso especifico de imagens, foi verificada
a existencia de um comportamento semelhante para varios dos interpola
dores eétudados; uma hipotese para explicar tal fato € a de que uma ima
gem nao se reduz a sua transformada de Fourier, ou seja, existem carac
teristicas de informacao em uma imagem que nao sao facilmente expressas
em termos de sua resposta em frequencia.

Com base nos resultados e nas conclusoes acima expostos,
dois caminhos adicionais podem ser propostos dentro do contexto deste
trabalho: o projeto de filtros para interpolacao por meio do tecnicas de
filtragem Otima, e a combinacao de informacoes texturais de imagem (en
foque de teoria de Inteligencia Artificial) com as caracteristicas de
frequencia de imagem.
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